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摘要  混合储能型有轨电车的能量管理策略对于列车的运行性能和经济效益等有很大影响。

该文提出基于极小值原理的能量管理策略的优化方法，首先介绍混合储能型有轨电车储能系统拓

扑的选择，并对储能元件的模型和参数进行选择，基于某条既有线路条件，利用粒子群优化算法

得到合适的容量配置的结果。在此基础上建立有轨电车运行损耗成本模型，并利用庞特里亚金极

值原理对混合储能系统的能量管理策略进行优化，通过 Matlab/Simulink 仿真模型开展仿真分析，

并在 90kW 混合储能实验平台上进行实验验证。仿真结果表明，优化后的控制策略对比与优化前

的能量管理策略经济成本可以降低 8%左右，实验证明了该策略的灵活性和有效性。 
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System Based on Pontryagin’s Minimum Principle 
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Abstract  The energy management strategy (EMS) of tram with hybrid energy storage system has 
a great influence on the running performance and economic benefits of the tram. This paper proposed 
an optimization method for EMSs based on the principle of minimum values. Firstly, the topology 
selection of trams’ energy storage system had introduced, and the models and parameters of the energy 
storage components were selected. Then, based on an existing line condition, the paper used particle 
swarm optimization algorithm to obtain the appropriate capacity configuration results. On this basis, a 
cost model of operating loss was established, and the EMS of the hybrid energy storage system was 
optimized using the Pontryagin’s minimum principle (PMP). The simulation verification work was 
performed through the Matlab/Simulink, and the test was carried out on the 90kW hybrid energy 
storage test platform. The simulation results show that the economic cost can be reduced by about 8% 
compared with the energy management strategy before optimized. The experiment proves the flexibility 
and effectiveness of the strategy. 
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0  引言 

能量管理策略对于有轨电车储能系统正常运行

影响较大，合适的能量管理策略可以大幅度降低储

能系统运行成本[1-3]。 
现有能量管理策略可分为在线能量管理策略和

离线能量管理策略两大类。在线方法包括基于规则

的控制策略 [4-5]、模糊控制法 [6-7]和截止频率法 [8-10]

等；离线方法主要包括动态规划 [11-12]和极小值原  
理[13-15]等智能算法。 

目前关于有轨电车的在线能量管理策略的研究

较少，有些能量管理策略没有充分考虑有轨电车的

运行特性。对于全局最优控制来说，必须根据未来

驾驶条件进行参数调整，这对求得全局最优解至关

重要。本文基于庞特里亚金极值原理，建立以运行

实时成本为优化目标的目标函数，对电池-超级电容

混合储能型有轨电车进行研究，求得实时最优控制

结果，应用于混合储能型有轨电车，最后通过仿真

与实验验证了该策略的经济性与可行性。 

1  混合储能系统建模分析 

1.1  储能系统拓扑选择与计算 
混合储能型有轨电车的混合储能系统是由锂电

池与超级电容组合起来的，拓扑结构将直接影响各

装置性能的发挥，在不同的应用场合下，可以采用

不同拓扑结构的混合储能方式。 
有轨电车可使用的混合储能系统的拓扑共分为

三类，如图 1 所示。 
城轨交通中，图 1a 和图 1b 两种拓扑的应用相 

 

（a）双主动并联拓扑  

 

（b）电池半主动拓扑  

 

（c）超级电容半主动拓扑  

图 1  混合储能系统拓扑结构 

Fig.1  Topology of hybrid energy storage system 

对较多，图 1a 中超级电容和蓄电池分别通过一个双

向 DC-DC 进行控制。由于 DC-DC 具有变流和调压

的功能，使用 DC-DC 分别调控，有利于进行能量

管理策略的优化。但是与直接并联相比，使用

DC-DC 会产生功率损耗，同时增加了储能系统的成

本，并导致储能系统的效率降低。 
图 1b 中，只有蓄电池接 DC-DC，超级电容直

接并联在直流母线上。该拓扑结构中蓄电池的功率

可控，可以优化控制电池的充放电电流，延长其使

用寿命；由于超级电容功率密度大，反应速度快，

直接根据母线电压的变化出力。缺点是当需求侧的

电压较高时，超级电容需要很多单元串联以获得较

高的电压值，这就造成了体积、质量、成本的提高。 
为了方便储能系统的控制以及充电桩充电方式

的设计，本文采用图 1a 双电源半主动拓扑结构。 
1.2  储能元件拓扑选择 

电池模型的研究已经非常多，不同模型有着不

同的优势。文献[16]提出，等效电路模型对电池电

压波动范围较低的情况下的外特性表现较好，而实

际运行中，电池电压变化波动很小，同时为了使计

算速度足够快以满足在线能量管理策略，因此选用

结构相对简单的降阶 Thevein 等效电路模型进行分析。 
文献[17]对比了三种不同的超级电容模型，提

出 Miller 模型能够更好地满足动态和静态特性，误

差相对较小。为满足实时性要求，降低模型阶数，

采用如图 2 所示模型进行计算。 
上述电池模型满足 

 

（a）电池                   （b）超级电容 

图 2  储能元件模型 

Fig.2  Energy storage element model 
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b b b b bP U I I R= −           （1） 

式中，Ub 为电池端电压；Ib 为电池电流；Rb 为电池

内阻；Pb 为电池输出功率。 
由式（1）可得到当锂电池输出功率为 Pb 时的

电流为 
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由于在混合储能系统中，锂电池经由 DC-DC
变换器提供或吸收负载电机的能量，因此 
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式中，Pb 为电池通过 DC-DC 变换器在直流母线侧

释放或吸收的功率；η 为 DC-DC 变换器的工作效

率，通过实际实验取值 97%。 
由于锂电池在全线运行中电压基本一致，为方

便计算，忽略电池电压变化。 
超级电容始终发生的是物理变化，寿命长，非

常适用于城轨交通这种站间距离短、起停频繁的特

点。其模型要求其满足一定的动态特性。 
上述超级电容模型满足 

2
sc sc sc sc scP U I I R= −           （5） 
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U
=             （6） 

式中，Psc 为超级电容通过 DC-DC 变换器在直流母

线侧释放或吸收的功率；SOCsc 为超级电容的 SOC；

Uscm 为超级电容的额定电压。 
因此，超级电容的电流为 
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2  基于庞特里亚金极小值原理的能量管理

策略的实现 

对于能量管理策略的优化，首先需要确定的是

优化目标，即建立一个合适的目标函数。很多学者

基于列车运行实时控制提出了不同的目标函数，主

要方向为损耗和成本[18-19]。 
2.1  哈密顿函数建立 

满足庞特里亚金极小值原理的条件是必要条

件，而非充分条件。在实际应用中，可根据系统的

物理意义进行判断。如果求解的系统具有唯一的最

优解，且根据极小值原理只能求出一个极值解，则

该解就是最优解。混合储能型有轨电车的能量管理

系统显然具有这样的特点，因此可以采用极小值原

理求得最优解。 
本文以等效经济消耗成本为优化目标进行求

解，经济损耗共分为四个部分，分别为储能元件内

阻上的损耗、双向 DC-DC 变换器的损耗、电池寿

命损耗的折算以及超级电容寿命损耗的折算。 
1）储能元件上的损耗 

2
bloss b bP I R=              （9） 

2
scloss sc scP I R=            （10） 

2）DC-DC 变换器的损耗 

dcloss 1P P η= ( − )           （11） 

3）电池寿命的损耗 
对于电池寿命的损耗采用安时积分法进行折

算。某一时刻的损耗为 

b
b

b bm

d
2

I t
C

N Q
=            （12） 

式中，Nb 为电池最大循环次数；Qbm 为单次循环电

荷量最大值。 

4）超级电容某一时刻的损耗 

sc sc
sc

sc scm

d
2
U I t

C
E N

=           （13） 

式中，Esc 为超级电容在 SOC 限制范围下，可使用

的能量总和；Nscm 为超级电容最大循环寿命。 
所以，有轨电车运行过程中，其运营成本损耗

即目标函数 M 为 

loss e b b sc sc= dM P m C m C m t( + + )∫    （14） 

式中，me 为单位电价；mb 为混合储能系统中锂电池

整组价格；msc 为混合储能系统中超级电容整组   
价格。 

由式（9）～式（13）可列写所需的哈密顿函   
数为 
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1 2 loss e b b sc sc 1 b 2 sc( , , , )= SOC SOCH u M P m C m C mλ λ λ λ
• •

+ + + +  
（15） 

式中， bSOC
•

和 scSOC
•

分别为锂电池和超级电容的

SOC 变化率。 
2.2  协态方程 

由哈密顿函数及庞特里亚金极小值原理的必要

条件构建协态方程为 

1
bSOC

Hλ ∂
=

∂
            （16） 

2
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∂
            （17） 

锂电池和超级电容 SOC 变化率为 

b
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式中，Qbm 为电池最大电量。 
综合式（2）可得，由于电池开路电压和内阻均

视为常值，因此λ1 的变分为 0，即λ1 为常数。而通

过推导，可得λ2 的一个推导公式，由于过于复杂，

这里不详细列写，其形式为 

2 2a bλ λ= −             （20） 

2.3  约束条件 
有轨电车运行过程中，出于对储能系统寿命以

及正常工作状态的保护，设计约束条件为 

b0.4 SOC 0.8＜ ＜           （21） 

sc0.25 SOC 1＜ ＜           （22） 

b

sc
0 1

P
P

＜ ＜              （23） 

3  案例分析 

3.1  容量配置确定 
根据电池能量密度大、超级电容的功率密度大

等特点，对不同型号电池和超级电容进行比较，本

文选用的电池和超级电容的具体参数见表 1。 
对于所选双向 DC-DC 拓扑，选取以上锂离子

电池与超级电容作为混合储能系统的单体元件，因

为本文设计的能量管理策略是基于东湖线有轨电车

的实际数据作为实验目标的，因此对于有轨电车的

混合储能系统的容量配置也采用东湖线数据。依据

线路条件、车辆条件以及合理的限制条件，功率分 

表 1  储能元件参数 

Tab.1  Parameters of energy storage element 

参数  东芝 30A·h 电池  BCAP3300 超级电容

额定容量  30A·h 3 300F 

额定电压/V 2.3 3.8 

单体内阻/mΩ 1.2 0.29 

工作电流/A 60(3C) 210 

寿命/次  ＞10 000 1 000 000 

单体质量/g 515 510 

成组质量  加倍  加倍  
 
配策略采用电池和超级电容功率占比为 3∶7 进行功

率分配，采用粒子群算法，取得的配置结果见表 2，
应用于后续的能量管理策略的研究中。 

表 2  容量配置结果 

Tab.2  Capacity configuration result 

参数  电池  超级电容  

串联数  198 237 

并联数  14 33 
 
3.2  仿真条件 

本文针对武汉东湖线有轨电车进行能量管理策

略的研究，列车运行时所需功率值采用既有数据进

行模拟列车运行全程工况。容量配置采用表 2 所示

的电池和超级电容的串并联配置进行仿真。仿真边

界条件见表 3。仿真得到输入功率曲线如图 3 所示。 
表 3  仿真边界条件 

Tab.3  Boundary condition 

边界条件  限制值  

功率需求/MW 1 

电池额定电压/V 450 

电池额定功率/kW 400 

电池 SOC 0.4～0.8 

超级电容额定电压/V 832 

超级电容额定功率/kW 800 

超级电容 SOC 0.25～1 
 

 

图 3  仿真时的输入功率 

Fig.3  Input power of simulation 
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对于混合储能型有轨电车来说，在运行的过程

中消耗储能元件的能量，因此，当列车进站时，有

些站点需要安装充电桩对储能系统进行充电补充能

量，以便之后的运行。 
按照东湖线线路条件，总共设置 23 个车站，其

中有 17 个带有充电桩，车辆进站后采取恒流方式充

电 20s。能量配比按照电池和超级电容 3∶7 进行吸收。 
为了进行计算，对于整个过程离散化，将每个

时刻的功率值视为一个离散时间点进行计算，如图

4 所示。 

 
图 4  离散示意图 

Fig.4  Discrete schematic 

图 4 中Δt 为单位时间（本文中采样间隔周期为

1s），k 代表有轨电车运行的第 k 阶段。整个过程可

以划分为 n 个阶段，其中 n=t/Δt。 

( ) ( 1)t t k t kΔ = − −          （24） 

此外，关于协态变量的求解也离散化，根据式

（18）的推导可知，协态变量λ1 为常数，而在离散

状态下λ2 满足 

2 2
2

( ) ( 1)
( )

k k
k

t
λ λ

λ
− −

=
Δ

       （25） 

再根据式（20），可推得 

2
2

( 1)
( )

1
a t k

k
b t

λ
λ

Δ + −
=

+ Δ
        （26） 

所以，为求解每一阶段的协态变量，需要先确定λ1(0)
与λ2(0)的取值。不同的协态变量初值组会使庞特里

亚金极小值原理的计算得到完全不同的结果。最终

选择的协态变量初值组是满足系统约束条件，并且

哈密顿函数计算达到极小值。 
3.3  仿真结果及分析 

依据以上介绍的原理及公式，对武汉东湖线有

轨电车实际运行数据进行仿真分析。控制变量，即

电池功率占比优化结果如图 5 所示。 
电池功率占比相对较小，起始时刻超级电容能

量较高的时候，电池提供的功率值仅占 20%左右，

随着超级电容能量的下降，电池提供的功率值逐渐 

 
图 5  仿真优化结果 

Fig.5  Simulation optimization results 

上升，波动范围在 0.2～0.5 之间，中间部分恒定 0.3
的过程是有轨电车进站充电的过程，此时按照充电

桩设计原则，始终让电池和超级电容按照 3∶7 的功

率比例进行充电。 
电池和超级电容的功率分配情况按照控制变量

的优化结果进行，其结果如图 6 所示。 

 
图 6  功率分配示意图 

Fig.6  Power distribution diagram 

可以看出，峰值总需求功率最大为 1MW，电池

初始时刻提供的功率大概为 200kW，超级电容提供

剩余的大部分能量值。随着超级电容能量降低，电

池提供的功率值不断上升。 
超级电容的电压波动如图 7 所示，其电压波动

范围为 450～900V，且波动较快，符合超级电容功

率密度高的特点。电压变化快的特性使其能在城市

轨道交通中发挥巨大作用。 

 
图 7  超级电容电压 

Fig.7  Voltage of super capacitors 

电池和超级电容 SOC 的变化情况如图 8 所示，

其波动范围满足限制条件要求的范围，符合约束条

件要求。 
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图 8  超级电容 SOC 

Fig.8  State of charge of super capacitors 

将最终优化结果与恒比例能量管理策略进行对

比，结果见表 4。 
表 4  结果对比 

Tab.4  Comparison of results 

EMS 方法  PMP u=0.3 u=0.4 

经济损耗/元  52 57 68 
 

一辆有轨电车按照本文提出的能量管理策略运

行，全线总损耗的经济成本为 52 元，若采用恒定比

例电池功率占总功率 30%进行功率分配，全线运行

成本为 57 元，相比之下，可以成本降低 8%左右；

若采用恒定比例电池功率占总功率 40%进行功率分

配，全线运行损耗成本为 68 元，相比之下，可以降

低成本 22%左右，若电池提供功率更高，则降低的

更多。结果表明，利用庞特里亚金极值原理对混合

储能型有轨电车进行能量管理策略的优化对成本降

低有着一定的优势。 
3.4  实验验证 

为了验证优化后的结果满足实时控制的要求，

利用 90kW 混合储能实验平台进行实验验证，实验

平台如图 9 所示。具体参数见表 5 和表 6。 

 

图 9  实验平台 

Fig.9  Test Platform 

实验模拟了三个有轨电车完整的牵引制动过

程，由于平台功率限制，将功率缩小，进行 50kW
实验，输入功率曲线如图 10 所示。 

表 5  实验平台超级电容参数 

Tab.5  Supercapacitor parameters of  

the experimental platform 

参   数  数   值  

配置方式  48S×4 

额定电容  63F/4 

额定电压/V 125×4 

总能量/(kW·h) 0.56 

最大持续电流/A 140(15℃) 

最大持续功率/kW 70 
 

表 6  实验平台电池参数 

Tab.6  Battery parameters of the experimental platform 

参   数  数   值  

配置方式  216S2P 

额定容量/(A·h) 20 

额定电压/V 496.8 

总能量/(kW·h) 9.94 

最大持续电流/A 60 

最大持续功率/kW 29.8 
 

 
图 10  实验时的输入功率 

Fig.10  Input power of experiment 

Matlab/Simulink 计算得到利用庞特里亚金极值

原理的优化能量管理策略为图 11 所示，其值代表电

池功率占比总功率的值。 

 

图 11  实验优化结果 

Fig.11  Experimental optimization results 
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依次结果进行实验，得到电池和超级电容波形

如图 12 和图 13 所示。经计算，其电池比例值满足

仿真结果，证明在计算速度满足要求的情况下，基

于庞特里亚金极小值原理是可以进行在线能量管理

策略的优化的。优化后的经济成本降低 8.75%。 

 

图 12  电池电压电流波形 

Fig.12  Waveforms of batteries’ voltage and current 

 

图 13  超级电容电压电流波形 

Fig.13  Waveforms of super capacitors’ voltage and current 

4  结论 

基于有轨电车运行工况相对固定的特点，本文

利用庞特里亚金极小值原理对混合储能型有轨电车

储能系统进行能量管理策略的优化，得到以下结论： 
1）对比于普通逻辑门限控制中的恒比例能量管

理策略可以降低 8%以上。 
2）通过 90kW 的实验平台进行模拟运行，观察

电池和超级电容的电压电流变化情况，与仿真所得

的实时比例值变化一致，验证了本文提出的在线能

量管理策略的有效性。 
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